4. SYMETRIE Z9 ET GENERALISATIONS DU MODELE

Je discute dans ces notes la notion de symétrie qui est primordiale pour com-
prendre les phénoménes de transitions de phases d’un point de vue fondamental.
Un concept important est le paramétre champ magnétique extérieur (c’est a dire,
controlé par Dexpérimentateur) h introduit dans le cours précédent. On remar-
que, en effet, qu’en ’absence de celui-ci, le modéle d’Ising présente une symétrie
par renversement de tous les spins i.e. en prenant la valeur opposée pour chaque
spin. Cette symétrie est extrémement fondamentale dans le modéle d’Ising et
est, en réalité, brisée spontanément lors de la transition de phases lorsqu’on
entre dans la phase de basse température. A contrario, si le parameétre champ
extérieur h est non nul, cette symétrie sera brisée explicitement dés le départ.
En conclusion, une symétrie peut étre brisée explicitement par la présence d’un
parameétre extérieur ou spontanément en l'absence de ce parameétre lors d’une
transition de phases. La suite de cette section est plus technique et concerne
la présentation de deux axes de généralisation possibles pour le modéle et la
symétrie.
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[J ne symétrie du systéme correspond & une transformation des degrés de lib-
erté, en 'occurrence les spins, qui laisse invariant le hamiltonien.

On rappelle le hamiltonien du modéle d’ISING en champ magnétique nul A = 0.

(1) HEC) =T SiS;
(4,9)

Le systéme est, dans ce cas, symétrique sous renversement des spins. En effet,
lopération S; — —.S; pour tout i laisse invariant le hamiltonien ci-dessus. Cette
transformation accompagnée de l’identit forment un groupe au sens mathé-
matique du terme : c’est le groupe cyclique & deux élémentsﬂ noté Zo.

Le modéle d’ISING en champ extérieur nul présente donc la symétrie Z,. Cette
caractéristique du modéle est fondamentale ; c’est cette symétrie qui est spon-
tanément brisée lors de la transition ferromagnétique & basse température. Ce
mécanisme de brisure de symétrie sera détaillé dans les cours suivants. On peut
d’ores et déja noter que la présence d’'un champ magnétique h # 0 dans le
hamiltonien brise explicitement la symétrie.

AT’identité est Popération triviale S; — S; pour tout i ; elle ne traduit aucune modification.

B(’est le groupe non trivial, c’est & dire non réduit & un unique élément, le plus simple.
I.’élément neutre du groupe est la transformation identité et le second élément, ici 'opération
de renversement, renvoie le neutre lorsqu’il est composé deux fois.



On s’attache désormais a construire des modéles plus généraux que le mod-
éle d’ISING tout en discutant les symétries.

Un axe de généralisation possible pour le modéle consiste a remplacer les spins
d’ISING par des vecteurs : on considére que les degrés de liberté sont des
grandeurs vectorielles dans un espace & n > 1 dimensions avec une norme, c’est
a dire, une longueur égale a 1E| Il ne faut pas confondre ’espace de dimension
n dans lequel varient les spins et ’espace de dimension d associé au réseau ; le
premier est appelé espace interne et le second espace physique. Les entiers n
et d peuvent étre, & priori, différents. Pour ce nouveau modéle, le hamiltonien
prend la forme qui suit

@) He)=-I3 5§ i3,
(i,5) i

ou le point entre les vecteurs dénote le produit scalaire. Le modéle ci-dessus
est appelé modeéle vectoriel O(n). Ce nom est a relier a la symétrie présentée
par le systéme en champ magnétique nul h=0 ; le hamiltonien est alors invari-
ant sous toute isométrie, c’est & dire, sous toute transformation préservant les
longueurs dans 'espace interne. Le groupe de symétrie associé est noté O(n) en
mathématiques et celui-ci contient notamment les rotations. Dans la transition
de phases décrite par ce modéle, c’est bien cette symétrie qui est spontanément
brisée dans la phase de basse température.

Les cas particuliers O(2) et O(3) constituent des versions intéressantes du mod-
éle et s’appellent respectivement modéle XY et modéle classique de HEISEN-
BERC.

Oun insiste sur le fait que le modéle O(1) correspond exactement au modéle
d’ISING : la symétrie O(1) s’identifie & Zy. Les variables sont discrétes, et méme
binaires, pour n = 1 tandis qu’elles adoptent un caractére continu lorsque n > 2.

On peut également généraliser le modéle d’ISING & ’aide d’une autre approche
qui préserve la nature discréte des spins. Pour cela, on présente tout d’abord une
seconde écriture équivalente pour le hamiltonien du modéle & ’aide du symbole
de KRONECKER 5abE| Le hamiltonien d’ISING prend la forme

(3) HC) =T (2055, —1) —h> (2651 —1)
(i.d) i

Il est possible d’étendre cette expression dans un modéle général pour lequel les
spins ne sont plus nécessairement binaires mais possédent ¢ valeurs distinctes

CPour un tel spin S, on a donc S € R™ et HST\ = 1. Ainsi, les spins varient sur la sphére
unité. Cette derniére est une variété différentielle de dimension n — 1 plongée dans ’espace
vectoriel réel de dimension n.

DLe symbole de KRONECKER est défini par 8, = 1 si a = b et §,p = 0 sinon.



ol q est un entier supérieur ou égal a 2.
(4) S; € {1;2; e ;q} pour tout ¢

Cette extension porte le nom de modéle de POTTS & ¢ états et le hamiltonien
associé s’écrit

(5) H(C)=—-TY (a0s.s,—1) —hD_ (4651 —1)
(i,) i

Le systéme présente alors une invariance par permutation des ¢ états pris par les
spins. Mathématiquement, le groupe de symétrie qui entre en jeu est le groupe
des permutations de ’ensemble {1;--- ;¢} ; il est noté Gqﬂ Les cas ¢ = 3 et
q = 4 ont beaucoup été étudiés ; la version & quatre états est souvent appelée
modéle de ASHKIN-TELLER.

On a discuté, dans cette section, la symétrie fondamentale du modéle d’ISING
et deux voies de généralisation possibles ont été présentées. Alors que la pre-
miére fait intervenir des vecteurs et des degrés de liberté continus, la seconde
approche conserve le caractére discret du spin d’ISING. Dans les cas simples du
modele vectoriel O(1) et du modéle de POTTS a deux états, on retombe bien
sur le modéle d’ISING étudié principalement iciﬂ

F&, est un groupe bien connu en mathématiques. Il est d’ordre ¢! et non commutatif dés
que q > 3.
Fles groupes O(1) et G5 sont isomorphes & Zz, c’est 4 dire que I’on peut les identifier.



